A New Generalization of the Trapezoid Formula for n-Time Differentiable Mappings and Applications by Cerone, Pietro et al.
  	
	   
	 
 	 		 	 
		
   		 
  	 
  	

        !" #$   %# "&%
' #!!( " !!)(  $#) *((  +
 	

  	
 	   	  		    	 
  	!   	! 	
    "      	
        	  
	

 
   
    	


 #$ %
  

# $
#	 & $'

   #$ & #$    #$
(

#$
&



  #$ 
   #$


  #$ "%

'

# $  & #$  # $ 
(

     #($
   	  	      )*  
 	+
  	, 	 	  	


 #$   			 
 - +
  	   +	      #$
  
   	
    	
							


 #$
  

# $
#	 & $'

   #$ & #$    #$
(
						#.$
 # $
 
#& $'



   







 	  % (
   
  	  % ( & 

,--,  	 
 		  #* ./
,0 ./
.1 	)"* 2,00
 	  		 !" 3$* !" 4$"$ 5#$
 6(  
	 		 $" ($!!

 	 
 		  	   	 
   - 
		*   
	  %       /  )*
( 						


 #$  #$ &  #$
(
# $
						 

(
# $  

#0$
1	  % (   -						


 #$  #$ &  #$
(
# $ # $

(
 
 #$ &   #$
(
						#2$
 # $

3



   





1	 	 	
 	 

	  	! 	   -/   
	
 	 +4  (+.  	 		 		
 	 
5     	      	!   	! 	
 )*   6	  * 7
  8	
 7* 	 )		
	    - 	 7 		- 	! * 	  	 

 0   
  -	   	 	   	 	
-   	 9	: -*
  ; )
(  


< 	      	
 !   "       	
    		     
# 	 $ 	  
	
 
   



 #$#($
%
  


#	 & $'

# $    #$ & #$ # $    #$

&

'


# $      #$
      
 5 	  -* 
 

1	  %      	 


 #$ % # $  #$ & # $  #$ &


# $    #$#(($
 
  		 	  * -  -*  	 -* 	 	
 	  	


# $    #$
7  #($  	 =>    	  	 =& > 5     
  "


 #$ #(.$
%
 


#	 & $'

# $    #$ & #$ # $    #$

&

#& $'


# $      #$
1	  	   * 	 #(($ 	    #$ "% # $      #$ 
 
  -* 
         
  	"


# $      #$#(0$
% # $ # $      #$ & # $ # $      #$
&


# $ 


# $      #$


%


# $

 # $       #$ & # $      #$


&# $      #$ & #$  # $      #$
% 


# $      #$&


# $      #$
&# $      #$ & #$  # $      #$
1	  *   
 


# $      #$ 
%

& 


# $      #$
&

& 

# $      #$ & #$  # $      #$


8    
 *   


 #$ %
  


#	 & $'

# $    #$ & #$ # $    #$

&
 	 
 		  	   	 
&

'

 
& 


# $      #$
&

& 

# $      #$ & # $      #$

%
  


#	 & $'

# $    #$ & #$ # $    #$

&

#& $'


# $      #$
  * #(.$  	 5 
  	
5   
		*    	


 ! 	   	
   
     	
	
		  	 
   	
  	
 !  	  	

	
"


 #$ %
  

#$
#	 & $'
# $    #$#(2$
&
#$ 
'


# $      #$


 #$ %
  


#	 & $'
# $    #$#(3$
&

'


# $      #$

  	
	    ."


 #$ %
  


#	 & $'

 
(
 
   #$ & #$    #$

#(?$
&
#$ 
'



 & 
(
 
    #$
"  $ #  %     	
	  $$" 	 	  
	%	
 
 %	 
$ #  %  	
  $$"    &	 
 '


 #$ % # $  #$


# $   #$
$ #  %  	
  $$"  	
  & 
 '


 #$ % # $  #$


# $   #$#(@$
$ #	
   %     (


 #$ %
 #$ &  #$
(
# $



 & 
(

  #$#(A$
	 	  &%	 '
-$ #  % (    	
	(


 #$ #(4$
% # $  #$ & # $  #$
&

(

# $    #$ & # $   #$

&

(


# $     #$ 
$ ) 	
  $*+"    %  
  	
  &  

'


 #$ % # $  #$ & 
(
# $    #$ & 
(


# $     #$ #($
	 
   	
  	
 !  	  	

	

$ ) 	
  $*+"    %   
 	  & 	 

'


 #$  % # $  #$ 
(
# $    #$ & 
(


# $     #$#(($
$ #	
   %      & %	 ' .


 #$ %
 #$ &  #$
(
# $ & # $

@


 
#$    #$

#(.$
&

(



 & 
(


  
#$ 
.  


B  	 		 -* 5	    
 	   
)*
 	 
 		  	   	 
 #   "      	
    		      # 	 $
	  
	
 
   

						


 #$
  


#	 & $'

# $    #$ & #$ # $    #$
						#.$





  

# $  & # $ 

	         C


 

    
 
 

	    

& 

% 

         C


 


 # $ &
		  		 
      
 B  		 #($   		      
						


 #$
  


#	 & $'

# $    #$ & #$ # $    #$
						
 
'



 
 
			    #$			  %" 
D-	 
 

 
'



 
  




   




%


   



'

 

# $  &


# $  


%


   



'

# $  & # $ 
& 

  E	 )*  #.$  	
B F:	G 	 )*    
  
'

 

			    #$			 





 


 
  




%

'



   





# $  & # $ 
 & 
 


 
 	  
 )*  #.$
 1*   -	 
  
'

	!
"

 
 


			    #$			 
%

'


	!
"

 

  


   




%

'
, #   $ 



   




%

'


(
# $ &
				 & (
				
  


   




  	  
* 	
5   
		*    	


 # 	   	
   
     	
	
		 						


 #$ 
  

#$
#	 & $'
# $    #$
						#.($
  "%




   # $  	         C


 
  


  
	    

& 

% 

         C


  # $  

 						


 #$
  


#	 & $'
# $    #$
						 

    ."						


 #$
  


#	 & $'

 
(
 
   #$ & #$    #$
						#..$





   # $  	         C


   
# $   	    

& 

% 

         C


  # $  C
	
# 	 
 		  	   	 
" ! )    %  	
  ,*"    	
	
						


 #$ # $  #$ & # $  #$
						#.0$





 # $ &

 
 

  



	       C
 

    

 

	    

& 

% 

       C

 # $ &
		  		   C
       
 	
 	
$  & 
' 	
	
						


 #$ # $  #$
						 


  

 # $ 	       C
  

 
# $  	       C
  # $ 
-$  &	 
' 	
	
						


 #$ # $  #$
						 


  

 # $ 	       C
  

 
# $  	       C
  # $ 

$  &%	' 	
	
						


 #$  #$ &  #$
(
# $
						#.2$



  

 # $ 	       C
  

 
# $  	       C
  

 # $ 
$" # )    % ( 	
  ,*"    	
							


 #$ # $  #$ # $  #$#.3$

(

# $    #$ # $    #$
				



 
 
  
  
 
 
 

 

# $ & # $

	 
        C
 
 
  
  
 
 
 
 


  

 

	     &

 % 

 
       C 
 
  
  
 
 
 




 # $ &
		  		 C
       
 	
 	(
$  &  
' 	
							


 #$ # $  #$ 
(
# $    #$
						#.?$
  "%


    

  # $ 	 
        C
 
 
  
  
 
 
 
 

# $  	         C
 
 
  
  
 
 
 

 # $ C
-$  & 	 
' 	
							


 #$ # $  #$ & 
(
# $    #$
						  #.@$

$  & %	' 	
							


 #$   #$ &  #$
(
# $ & # $

@


 
#$    #$
						#.A$



 
 
  
  
 
 
 

 # $ 	 
        C
 
 
  
  
 
 
 
 
	
# $  	         C
 
 
  
  
 
 
 

	 # $ 

         
0   

7  9	: )*  -       
  
	 -* 	  		   	 0  3
      	
 
	
 -
 
   
     #$  




 # $
   
(

 # $

  #0$


 # $ %

 
 

 #$  #$  
 
 

 #$  
 
 

 #$
B  -     	 * - 
 $   "        		    	  	 

	
 
    .   /	 

 H      
  #$  H  
    
  	
 	
	 

 #$
 "%
					
 

 #$ 

	



#	 & $'
#0($

# $	  	 #$ & #$	 # $	  	 #$

# $
 & #$ # $
#& $'

  #$   #$
 
					
 H 
(
 
'
 # $
 H 
(
 
& 
 # $


(& 


 # $ %

#& $

(& 
!
 # $

# $ & # $

#0.$
& #(& $ # $ # $ # $  # $
" 
 

 7*  		 9	: 	 #0$  # $    #$    
					  
 

# $   #$ 
 
 

# $   
 
 

  #$ 
					
 H 
(

  
 

# $ 


 
 

# $ 
#$
%

 


5		
					  
 

# $   #$
 # $
 & #$ # $
#& $ # $ 
  #$   #$
 
					
 H 
(

# $
 & # $
#(& $ # $ 

# $ & #$ # $
# $ #& $
#$
%

 

1		 E
   - 	 -* * 	 -*  					 '
 

# $   #$#00$
 # $
 & #$ # $
#& $'


  #$   #$
 
					
 H 
(
 
'
 # $ 
 	
 # $ %

#(& $ #& $
!
#& $ #&$

 &
 
#02$
 #(& $  & #$ "
   %    %  
8  	 #02$
#(& $ #& $  # $
%  #&$

 &
 
&#(& $

#&$

 &
   & #$ 
%  #&$

 &
 
&#(& $



 &
  (  #$
%  #&$

 &

& #(& $   #$
8  -   %    %     
  & %    
 # $ % 




  	  #0.$ -  * #($  #00$
 #0($   E	 	   	   	
5 	 -  - -* / 	  # $ 	  # $ 
  # $ 

, F
  	  
* 	
         
 $   
		
   0  
  	
  					  
 

 #$

	


#	 & $'

 
(
	 
 	 #$ & #$	  	 #$

#03$


 
(

 & #$
#& $'

  #$   #$
 
				
 H 
(
 
'

 
(

 
(& 




   

(  

 5/  %   #0($  #0($  	


& 
(
 

%

#& $

(& 

 
(
 !
0 & #(& $  & #$
" 
 

I,  - ,	 	   	   	*   	 #03$
" $ #  
 
  	  	
   	
 
	 
 
 	 
 	
   %	   01"
 %   
		
   0  	- #  
  	 	2
	 
   


 



 
"% 
 !
		 #$		 



 #$
   
(



 



 
 
'
 # $ #0?$
  #$ 	   %	   	
    
 	 
 0$" 
  # $ 	  	
   0,"
 ;   "     - -* 
     - - 5
-*
G )*  # 2  (4?$


 # $
  # $

(

 !

  #$
  
 !

 #$
 
JK
 L
	K
  BMK
 3    9	: * 	 	 


 # $
  # $
(

 !

 #$

&

 # $#0@$
5 
   #$    #$  # $     #0@$ 	* 	

#0?$  	  # $    -* #0.$
 &   
		
   0  	- #  
  	   
	
 
 # $ 
      # $  


 #$
   




 




 
'
 # $ #0A$
  #$ 	   %	   	
    
 	 
 0$" 
  # $ 	  	
 	
  0,"

 5   	   - -* ;N # 2  (4$ 1	   "
# $  
* -* 
  # $       # $  


 # $
  # $


   
 	
 "%
'

 
 


 #$

(
 
	    # $ 
JK
 L
	K
  BMK
 3 		  


 # $
  # $


&

 # $#04$
8  
   #$    #$  # $     #04$  #0A$  	
 # $    #0.$
" % 3  04" 
  05"  
 	    	

	
  0 	
  
 
 	
  	    #$  

  #$ 
2 
	
  
	 

	  	  "  % 
         %   
	     	   % #
  $  	     
# % 4 ! $   "%     "#$ % ,  
 % 4 !  
   	 
	    	!   	! 	+


 # $ "%




	

	
#	 & $'

 	 #$ & #$	  	 #$
(

#2$
 	    	"
 '   "        	! 		   	 

	
 
   
  


 #$ % 
 # $ & # $ #2($
  	
  # $ 	-  	

 # $
  #
#& $'



 



 



 #2.$


# "%
)
 	  % (
 
  	  % ( & 
         
8    E   	 	! )		 	
O
 #  $ " %




	


#	 & $'

  
 	
 	 #$
& #$	    	  	 #$ 
 	    # % 4 ! $ 	  -
5   	 
 (     	
  4 
    


 #$ % O
 #  $ & O #  $ #20$
  	
 	-  	
			 O #  $			#22$
" %






 

 *



  
 
&

  
 





 




*



  
 
&
*



  
  





 





"#$ & ,

			   			


 7*  )* #.$   -	     
							


 #$ 

	


#	 & $'


  
 	
 	 #$ & #$	

  
 	
 	 #$
			




 
  !
		  #$		     &     


'


		  #$$		 $
( 
  
#$

#$


 




'


		  #$$		 $
(

 &
			   			 
"
 	  	 4  !     	! 	 )*
  
			 O #  $			

							





 #$ 

	


#	 & $'


  
 	
 	 #$ & #$	

  
 	
 	 #$
			
" %




*



  !
		  #$		     &     


*


'


		  #$$		 $
( 
  
#$

#$


 




*


'


		  #$$		 $
(

 &
			   			 
7 
  !
		  #$		  

 

   E	 )*  -
B  
	 F:	 )*   

# & $




+


			  #$$			 $

,

  
  
 
&

  
  
 
# & $

--




--

+


			  #$$			 $

,

 

..

..

 






  
 
&

  
   


%

# & $



 









  
 
&




  
 


  
 )*  #22$  	
1*   -	 

'




+


			  #$$			 $

,
(
 &
				   & (
				


          
 ,




(
 &
				   & (
				
 



+


			  #$$			$

,



(
 & ,


				   & (
				
 


 




   	  #22$  	
" & . # $&# $  # $  % 	      
  6
  - 
   77" 
  
 

#& $'



 



 



 #23$
 
 
 
   
 

'# & $



 













#2?$

 -
   
 	
  77" 
   
 

'
"#$



 




#2@$
8    
 	   71" 79"  
	 
  O #  $
	
    	
	 	
 
5  )*   
  	 #22$    	  
     %

  )*   
     
		* #  .$"
 %     	
  9 
    


 #$ % O
 # $ & O # $ #2A$

O
 # $ %




	


(	 #	 & $'

 	 #$ & #$	  	 #$

#24$

  	
 O 	-  	
			 O # $			 






 

 *


 




 




*



 



 "#$
 

 




" ' :		  
    	
  &' 	
 
	 	
  0 7 
 1   	  	
#
	
   	
   	   		  	 ! "# !$%&!!
'  (! !)!*& ##!+  ##&!,!    	
 	 	  
    	


 -  	 	 . #/! !$%&!" ' *&%&" ,!%% ##!+ 
 
 0  	 	 . #/! $%% '%& ' ##!+ ' *% 1!!
 ##&!,!  
 2  	 	 . #/! '%& ' !#,.!/! ##!+  ##&!,!
!"#" $ % & "' 3  4
 5  	  	
   	6	     . #/! %& ! %(
!,& !+! "((     "  % &  "   "'"(
 7  	    89 
 !! ' . ! ! . #/!&
'%& !. ##&!,!  
 :  	  	
      &!/! ' . #/!
!$%&!" ' ##!+ ' *% 1!!  ##&!,!  
 ; 
  <
  	       $%!(#/! !$%&!"
' %*& !+&  
 =  	   ,
> 	 #/! !$%&!" 1!  ?% "# %& 
##&!,!  
 @  	     >
 . !A  ' #/! !#(
  	 ! "# !$%&!" ' !, ##!+  ##&!,!  
   
	BC  DC   6
E  )" & * (  "  !'
 $" "  +,", E&% ,!, %*&!. ,. ==2
 - B DE      DC . %!A  '  !$%&(
!! ' 	 !  !#F "#  
 0  	  "& &!  '%&  ##&!,! ! %!,& !+!  
 2  	
    	 . #! $%% %& !1&1!+    A
!1!1  
 5  DC 6 	8
  9 	
  ,- * (  "" .  $ "  
/"(" ("  ,!,  ==-
 7  C  DC  
 BC 	 
 !! ' . ! ! (
&! "&F 6%&  B&      	 
 
  	
 	    	  	
 
		  	 !""#$  %	 	 $&&!
  	

     	

		  	   	 	 !'&& % ( '!&$
  	

  		
      
  ! "#
